Chapitre 1

Notions de base

Ce chapitre a pour but de rappeler les notions algébriques élémentaires utilisées dans le
deuxiéme et troisiéme chapitre.

1.1 Espaces vectoriels

Sous leur forme la plus simple les espaces vectoriels représentent intuitivement les déplacements
dans les espaces géométriques élémentaires comme la droite, le plan ou notre espace physique. Les
bases de cette théorie remplacent maintenant la représentation construite par Euclide au IIle siécle
av. J.-C.. La construction moderne permet de généraliser la notion d’espace & des dimensions quel-
conques.

Les espaces vectoriels forment un outil fondamental pour les sciences de I'ingénieur et servent
de base & de nombreux domaines dans la recherche opérationnelle.

En mathématiques, plus précisément en algébre linéaire, un espace vectoriel est un ensemble
d’objets, appelés vecteurs qui peuvent étre utilisés pour représenter certaines entités physiques
comme des déplacements, additionnés ou multipliés par un scalaire. En d’autres termes, c’est un
ensemble muni d’une structure permettant d’effectuer des combinaisons linéaires. Les scalaires
sont généralement des nombres réels ou des nombres complexes, ou alors pris dans n’importe quel
corps.

Définition 1 Soit K un corp commutatif. On appelle espace vectoriel sur K un ensemble E sur
lequel on a défini deux lois de composition :

1. Une loi interne ( c’est-a-dire E x E — E) dite addition, notée +, et vérifiant :
i) (x+y)+z=z+ (y+2), Vi,y,2 € E;
i) r+y=y+uz, Ve,y e B ;
ii1) 1l existe un élément de E noté Og, dit neutre, tel que

VeeFE:x+0g=x

vi) Pour tout x € E, il existe un élément (—x) dit opposé de x, tel que
T + (—ZL') = OE

2. Une loi externe de domaine K (c’est-a-dire une application K x E — E ; on note Ax ou
(A\.xz) Uimage dans E du couple (A\,x) € K x E ), qui vérifie :
a) Mpx) = Au(z), V\uek, Vee E;



b) A+ p)ex= e+ pz, V\puekK, VeeFE;
c) Mz+y) = x+X\y, VIEK, Vr,yeFE;
d) lL.x =z, VzekFE (1 étant l’élément neutre de la multiplication dans K).

Les éléments de K sont dits scalaires et ceux de E vecteurs.

Citons quelques exemples des espaces vectoriels.

Exemple 1 E = R" muni des lois suivantes est un espace vectoriel sur R :

(ZEl,”- 7xn>+(y17"' 7yn) = ($1+y1,“' 7xn+yn) (1 1 1)
/\(<x1a"' 7$n) = ()\xla"' 7>\xn) o

Ici le Ogn = (0,---,0) ; lopposé (—x) de x = (xq,- - ,x,) est (—x1, -+, —Xy).
De méme C™ est muni de structure d’espace vectoriel sur C et plus généralement, K" est muni de
structure d’espace vectoriel sur K avec les lois définies par les formules (1.1.1).

Exemple 2 L’ensemble R, [z] des polynomes a coefficients dans R de degré < n, c’est-a-dire :
R,[z] ={P:R = Rlp(z) = ap + a1z + - - - + a,2",a; € R}
est un espace vectoriel sur R pour les lois :

(ag+ -+ apz™) + (b + -+ - + byz™) = (ap + bo) + -+ - + (an + by)z™

Mag + a1z + - - + apz™) = (Nag + Aarz + - - + Aapz") (1.1.2)

Exemple 3 Soit My(K) l'ensemble des matrices d’ordre 2 a coefficients dans K. On définit une
structure d’espace vectoriel sur K, en posant :

a b ad v\ (a+d b+V
(c d>+<c’ d’)_<c~|—c/ d+d’> (1.1.3)
/\(a b):<)\a )\b) o
c d Ac M

L’élément neutre est évidemment la matrice nulle ( 8 8 > est [’opposé de ( Z Z ) est < :Z :Z )

1.2 Sous espaces vectoriels

Définition 2 Soit (E,+,.) un K-e.v et F' C E. On dit que F' est un sous espace vectoriel de E
si (F,+,.) est un K-e.v.

Proposition 1 Soit E un espace vectoriel et F' C E. Alors F' est un sous espace vectoriel de E
st et seulement st :

1. F#£0
2. Ve,ye Fle+y e F
3. Vre FFAe K \x € F

Exemple 4 Montrons que F = {(z,y,2) € R3 x +y+ 32z = 0} est un sous espace vectoriel de
R3.



1. (0,0,0) € F car0+0+3x0=0
2. Soient X = (z,y,2), X' = (2/,¢/,Z)€F. Ona X+ X' = (z+2,y+y,z+2), alors

(+2)V+y+y)+3(:=+2)=(@+y+32)+ @ +y+37)=0=X+X'eF

)

3. VA ER, on a A\ X = (A\z, \y, A\z), alors
MM +3Nz=ANr+y+32)=0=> 2 X € F

Donc F est un sous espace vectoriel de R3.

1.3 Bases (en dimension finie)

Définition 3 (Famille génératrice) Une famille de vecteurs {vy,--- ,v,} d’un espace vectoriel
E est dite génératrice si E = Vec{vy, -+ ,v,}, ce qui veut dire que

Ve e E, 3\, -, \, € K tel que x = \vy + -+ + \u,

Définition 4 (Famille libre) Une famille finie de vecteurs {vy,--- ,v,} d’un espace vectoriel E
est dite libre si

o meK o+, =0=2 ==X, =0
Définition 5 Une famille génératrice et libre d’un espace vectoriel E est appelée une base de E.
Exemple 5 Soit ' le sous espace vectoriel définie par :
F={(z,y,2) € Rz +3y+22=0}

Déterminons une base de F'. On a

r=-3y — 2z
(x,y,2) EFeor+3y+22=0&0=-3y—2z2& ¢ y=y
2=z

& (x,y,2) = (—3y — 22,y,2) = y(-3,1,0) + 2(—2,0, 1)

On pose vy = (—3,1,0) et vy = (—2,0,1). Alors {vy,ve} est une famille génératrice de F'. Vérifions
que {v1,v9} est une famille libre.

soient Ay, Ay € R, Avy 4+ Avy = (0,0,0) < (—=3A1 — 2X2, A1, A2) = (0,0,0)

—3)\1—2)\220
<~ A =0 = A=X=0
)\2:0

Alors {vy,v2} est une famille libre.
Donc {vy,ve} est une base de F.



1.4 Applications linéaires

Définition 6 Soient FE et F' deux Ke.v et f une application de E dans F' . On dit que f est
linéaire si :

1. flu+v)= f(u)+ f(v), Vu,veFE;

2. f(Au) = Af(u), Vu e E,VA e K
L’ensemble des applications linéaires de E dans F' est un Ke.v noté L(E, F).

Exemple 6 Soient C° ([0,1],R) et C* ([0,1],R) les espaces vectoriels des applications f : [0,1] —
R respectivement continues et continues a dérivée continue. L’application

D:CY([0,1],R) — C*([0,1],R)
fr=f

est une application linéaire car :
D(f+9)=(f+9)=f+d=Df+Dyg

D(Af)=(Af) =Af"=ADf
SixeRet f,ge D(0,1],R)

Définition 7 On appelle endomorphisme de E une application linéaire de E dans E.

Définition 8 Si f : £ — F [application linéaire. Son noyau noté kerf c’est l'ensemble des
vecteurs de E que f annule :

kerf ={v e E|f(v) =0}
Proposition 2 Le noyau d’une application linéaire de E — F' est un sous espace vectoriel de F.

Définition 9 Si f : E — F l'application linéaire. Son image notée Imf c’est l’ensemble des
vecteurs de F' de la forme f(v) avecv € E :

Imf ={f(v)lve E}
Exemple 7 Soit f : R? — R3 lapplication linéaire définie par :
Déterminons le noyau et l'image de f :

kerf = {(x,y) €R?, f(z,y) = (0,0,0)}

alors
B B N r—y= r=20
f@,y) = (0,0,0) & (& =y, 2 +y,2 —y) —<0’070)®{ 4y = (:*{ =0
Donc
kerf = {(0,0)}
Maintenant
Imf = {f(z,y),(z,y) € R*}
alors
f(x7y) = (.T - y?'r—i_yax - Z/) = .T(l,l, 1) +y(_17 17 _1)
Donc

Imf =wvect{(1,1,1),(-1,1,-1)}



1.5 Matrices associées aux applications linéaires

Dans cette section, on va d’abord définir ¢’est quoi une matrices, ensuite donner quelques propriétés
qui seront nécessaires dans la suite de ce manuscrit.

Définition 10 On appelle matrice de type (m,n) a coefficient dans K = (R ou C) un tableau A
de mn éléments de K rangés sur m lignes et n colonnes.

11 Q2 - Qip

Q21 Q22 -+ Aoy
A=

Am1 Am2 - Omnp

ou en abrégé A = (a;),_, . M=l
L’ensemble des matrices a m lignes et n colonnes est noté M, ,(K). Si m = n est noté M,(K).
Définition 11 Soit E un espace vectoriel de dimension finie.

Soit B ={ey, - ,e,} une base de E et f un endomorphisme de E.

On pose

n
f(ej) = 1561 + QA2;€2 + -+ Apj€n = E a;;€;
=1

Les coordonnées a;; de ces vecteurs dans la base B, rangés en n colonnes, forment la matrice
associée a f, relative a la base considérée

fler) flez)--- f(en)

13 aiz -+ Aip €1

Q21 Q22 -+ A2y €2
M3(f)

Ap1 Ap2 - Qpp €n

Exemple 8 Soit 'application linéaire de R® définie par :
Ve e R® f(2) = (2 + 2y + 2,0 —y,y + 2)
et soit B la base de R® définie par :

1 1 0
B = €1 = 1 , €2 = 0 , €3 = 1
0 1 1
On veut déterminer la matrice associée a f dans la base B, alors on a
fler) =ae;+ Peg+ve3 =< a+yvy=0 =< =2
B+ry=1 v=-1

Alors
fler) =e; + 2e3 — e3

De la méme maniere on obtient que

fle2) = e + e et f(e3) = 3ex — e3

Donc
1 1 0
Ma(H=| 2 1 3
-1 0 -1



1.6 Matrice de passage

Maintenant si on considére une autre base {e}} du méme espace, on peut définir une autre matrice
associée au méme endomorphisme par rapport a cette nouvelle, les deux matrices qui représentent
le méme endomorphisme dans deux bases différentes sont liées entre eux par la relation

My () = P My ()P

tel que P est une matrice carrée inversible appelée matrice de passage de la base {e;} a la base
{ei} et
-1 __ 1
~det P
Pour déterminer la matrice de passage P dans R,,[X], on doit passer par les étapes suivantes :
1. On décompose les vecteurs € sur les éléments de la base {e;} pour avoir I’expression

com'(P)

n
/ 2 :

€;, = (1i€1 + Quieg + - -+ Qe = Q€L
k=1

2. Les composantes de ¢ dans la base {ej,--- ,e,} forment la i* colonne de la matrice P
i Qi - Qip
Qg1 Qg2 -+ Qogp
Pei—>e§ =
Op1 Qp2 - Qpp

Exemple 9 Soit f Uapplication linéaire de R dans R? définie par :

f(x)=(r—22x—3y+z,y—22)

Soient
1 0 0
B = €1 = 0 , €6 = 1 ,E3 = 0
0 0 1
et
1 1 1
B'=Sei=10],e5=111],e5=1[1
0 0 1
on a
1 0 -1
Mu(f)=| 2 -3 1
0 1 =2
et

el = aner + Prea + ies
ey = ager + Paeg + Yaes3
e5 = ageq + Pzes + yzes



-
\
par suite, on a
et
donc
M (f)

Remarque 1 Si on a deux matrices A et B vérifiant pour certaine matrice inversible P la relation
B = P YAP, cela est équivaut a dire que les deux matrices représentent le méme endomorphisme

dans deux bases différentes et on

1.7 Valeurs propres

Définition 12 Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel . \ est une valeur propre de f

1 (03] 0 0
0 = 0 + | 5 + 0
0 0 0 71
1 (6%) 0 0
1 ]l=( o0 |+ 8 |+ 0
0 0 0 2
1 (0% 0 0
L 1= 0 |+ 65|+ O
1 0 0 Y3
] = Qg = g = 1
— 1 =0,8=p03=1
Mm=7=03=1
€y €€y
1 11 e1
PB—)B’ = 011 €9
0 01 €3
1 -1 0
P'=(0 1 -1
0 O 1
-1 2 0
=P '"Mp(f)P=| 2 -2 1
0o 1 -1

dit qu’elle sont semblables.

et vecteurs propres

sl existe (au moins) un vecteur v # 0 de E tel que

f(v) =X

Un tel vecteur est appelé vecteur propre associé a .

Remarque 2 — Les valeurs

— Si v est vecteur propre de f, alors par linéarité de f, av est aussi vecteur propre de f pour

tout a # 0.

propres peuvent étre nulles.



1.7.1 Détermination des valeurs propres

Définition 13 (polynome caractéristique) Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de
E de dimension finie. On appel polynéme caractéristique de f le polynoéme

Pr(X\) = det(f — A d) = det(A — \I)
tel que A est la matrice associée a f dans nimporte quelle base de E.

Remarque 3 Deux matrices semblables ont le méme polyndme caractéristique mazis la réciproque
est fausse.

Proposition 3 Les valeurs propres de f sont les racines du polynome caractéristique Pp(\).

Définition 14 L’ensemble des valeurs propres d’un endomorphisme f est appelé le spectre de f
et il est noté par Sp(f).

Définition 15 (multiplicité) On dit qu’une valeur propre Ao de f est de multiplicité a si elle est
racine d’ordre o du polynéme caractéristique de f, c’est-a-dire :

Pr(A) = (Ao = N QA), Q) #0

et on la note par
a = mult(\)

1.7.2 Détermination des vecteurs propres

Une fois les valeurs propres sont déterminées, on détermine 1’espace des vecteurs propres associés
a chacune de ces valeurs en résolvant le systéme linéaire

(A=) (v) =0

ou A est la matrice de f dans une certaine base.
Définition 16 (Sous espaces propres ). Soient f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E et
A € K une valeur propre de f , on note par Ey le sous espace vectoriel de E défini par

Ex={vek: f(v) = v}

cet ensemble est appelé sous espace propre correspondant a la valeur propre X, il est formé par les
vecteurs propres associés a cette valeur.

Exemple 10 Soit la matrice

2 0 4
B=13 —4 12 | e M3(R)
1 -2 5
Cherchons les vecteurs propres de B.
Valeurs propres :
2—-A 0 4
Pg(\) =det(B — \I) = 3 —4 -\ 12
1 -2 5=



=2 A=-1)(A—2)
Les valeurs propres de B sont :
A1 =0, mult (\)

)\2 = 1, mult ()\2)
)\3 = 2, mult ()\3)

1
1
1

Vecteurs propres :
On va résoudre le systeme (B — X)v =0 et v = (1 x5 3)".

Pour \y =0 :
21y + 4y = 0 =R Y
(B=XMv=0<= ¢ 321 —4a2+ 1203 =0 = T2 = 5y =— < U =213 3
T1 — 223 + 523 =0 x3 quelconque 1
On peut prendre x3 = 1, et on obtient le vecteur propre
-2
o — 3
' 2
1
Pour \a =1 :
T+ 41’3 =0 T = —4.]]3 —4
(B=XDv=0<= (¢ 321 — by + 1203 =0 =< x2=0 — < v =13 0
r1— 229+ 423 =0 x3 quelconque 1
On peut prendre x3 = 1, et on obtient le vecteur propre
—4
Vo = 0
1
Pour A3 =2 :
41’3 =0 433'3 =0 2
(B=Xs)v=0<= ¢ 321 — 62+ 122053 =0 = ¢ x1 = 219 =< v=uxy| 1
1 — 229 + 323 =10 To quelconque 0
On peut prendre xo = 1, et on obtient le vecteur propre
2
V3 = 1
0
Définition 17 ( Somme directe des sous espaces propres ). Soient Ay, --- , A, des scalaires
deur & deux distincts. Alors les sous espaces Ey,,--- [y, sont en somme directe.
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