Chapitre 3

Formes bilinéaires-Formes quadratiques

Dans ce chapitre on va traité les problémes a caractére bilinéaire, autrement dit les problémes
)
qui dépendent d’'une maniére linéaire de deux vecteurs, par exemple, la distance entre deux points
(pour calculer I'erreur) et le produit scalaire, il permet de définir la norme (dans certains cas de
figure la norme sert a calculer I’énergie d’un systéme).

3.1 Formes bilinéaires, cas de dimension finie

Définition 1 (Forme bilinéaire) Soit E un K espace vectoriel. On appelle forme bilinéaire sur
E une application

b: Ex EF—K
(z,y) — b(z,y)
qui vérifie les conditions suivantes :
1. YV, o',y € E Vo, € R blax + B2/, y) = ab(x,y) + b2, y)
2. Vx,y,y € EVa,B € R b(x,ay + y') = ab(z,y) + Bb(x,y)

Exemple 1 K =R et b(z,y) = zy
Ve, o', y,y € E et Vo, €R, on a

b(ax + ', y) = (ax + B’)y = azy + B’y = ab(z,y) + B2, y)
donc b est linéaire par rapport a la premiére variable.

b(x,ay + BY') = x(ay + By') = axy + Bry’ = ab(x,y) + B(z,y)
donc b est linéaire par rapport a la deuziéme variable.

Définition 2 (Symétrie) Soit b une forme bilinéaire sur un K espace vectoriel E. On dit que
1. b est symétrique si
Yo,y € E, b(z,y) = b(y, )

2. b est anti-symétrique st
\V/%y € E7 b(l’,y) = —b(y,I)

Exemple 2 Considérons la forme bilinéaire suivante sur l’espace des polynomes de degré inférieur
ol égale a 2 noté Ro[X]

{ b:RX] x RX] =R (3.1.1)

(P, Q) — P(0)Q(0) + P()Q(1) +2P(2)Q(2)

1



Cette forme bilinéaire est symétrique car on a bien
b(P,Q) = P(0)Q(0) + P()Q(1) +2P(2)Q(2) = Q(0)P(0) + Q(1)P(1) +2Q(2)P(2) = b(Q, P)

Définition 3 (Définie positive) Soit b une forme bilinéaire sur un K espace vectoriel E. Alors

1. La forme b est positive si
Ve e B, b(x,z) >0

Ezxemple 3 Prenant l’exemple 2, on a la forme bilinéaire b est positive car
b(P,P) = P(0)* + P(1)* +2P(2)* > 0
2. la forme b est définie positive si
Ve e E, b(x,z) >0, b(z,z) =0<=2x=0

Exemple 4 On prend toujours le méme exemple, alors on a la forme bilinéaire b est définie
positive car I’équation

b(P,P) = P(0)* + P(1)* + 2P(2)* = 0

implique que 0, 1, 2 sont racines de P. Cela fait trois racines pour un polynéme de degré
inférieur ou égal a 2. La seule possibilité est que le polynome P soit le polynome nul P = 0.

Définition 4 (Transposée d’une forme bilinéaire) Soit b une forme bilinéaire sur un K es-
pace vectoriel E, on appelle la transposée de b et on la note 'b la forme bilinéaire définie par

VX, Y €E:  B(X,Y)=b(Y,X)

Définition 5 (Matrice associée a une forme bilinéaire) Soit E un K espace vectoriel de
dimension finie n, b une forme bilinéaire définie sur E et B = {e1, -+ ,e,} une base de E. On
appelle une matrice associée a b dans la base B de E et on la note Mpg(b) la matrice suivante

bler,e1) -+ bleg,ey)
Mp(b) = : :
blen,e1) -+ blen,en)

Exemple 5 Considérons la forme bilinéaire suivante sur l’espace des polyndémes de degré inférieur
ol égale a 2

{ b:RX] x RX] - R (3.1.2)

(P, Q) — P(0)Q(0) + P()Q(1) +2P(2)Q(2)

Soit B = {1, X, X?} la base canonique de Ry[X], I'évaluation de cette forme bilinéaire sur toutes
les paires de vecteurs de la base B donne

b(1,1)  b(1,X)  b(1,X?) 45 9
Mpb)=| bX,1) bX,X) bX,X?) |=|5 9 17
b(X2,1) b(X2, X) b(X2X?) 9 17 33



Lemme 1 Soit £ un K espace vectoriel de dimension finie n, b une forme bilinéaire définie sur
E et B={ey, - ,e,} une base de E. Si x ety sont deux vecteurs de E et si on note

X = Mg(x),Y = Mp(y)

alors
b(z,y) =" XMp(b)Y

Proposition 1 (Formules de changement de bases) Soit E un K espace vectoriel de di-
mension finie n, b une forme bilinéaire définie sur E et B, B deux bases de E. Alors

Mp(b) =t PMp(b)P
avec P la matrice de passage de la base B a la base B'.

Exemple 6 Prenons la forme bilinéaire précédente (3.1.2). Considérons la nouvelle base B’ =
{X, X —2,X(X —2)}. Si on écrit la matrice associée a cette nouvelle base en utilisant la défini-
tion, on trouve
9 -1 -1
Mp)=| -1 5 1
-1 1 1

La matrice de passage de la base B a la base B’ est donnée par

0 -2 0
P=|1 1 -2
0 0 1
Alors
0 1 0 4 5 9 0 -2 0 9 -1 -1
'PMp)P=1| =2 1 0 5 9 17 1 1 =2 |=(-1 5 1
0 -2 -2 9 17 33 0 0 1 -1 1 1

On remarque bien que la formule de changement de base redonne bien la matrice précédente

M (b).

Définition 6 (Rang d’une matrice) Soit A € M, (K). On appelle le rang de la matrice A la
dimension de l'image de A.

rg A=dim{y € K"/3x € K" : y = Ax}

ou encore
rg A =n — dimker A

Définition 7 ( Noyau) Soit b une forme bilinéaire sur un K espace vectoriel E de dimension
finie. Alors le rang de la forme b est le rang de la matrice associée a cette forme dans une base
quelconque de E.

rg b= rg Mg(b)

Définition 8 Soit b une forme bilinéaire sur un K espace vectoriel E de dimension finie.



1. Le noyau de b est donné par
NOB)={Y e E/NX e E: bX,Y) =0}

2. La forme b est non dégénérée si
N(b)=0
ou en d’autres termes, i
(X, Y)=0VX€e€eE=Y =0

Proposition 2 Le noyau de b est le noyau de la matrice qui représente b dans une base quelconque
de E et on le note N(b).

Exemple 7 Soit b: R3 x R* — R, la forme bilinéaire qui est définie dans la base canonique par
b(w,y) = 1191 — 3w3y3 + T1y2 + Tay1 — T1Y3 — T3y1 — 3T3Y2 — 3Ta2Ys

= (11 +v2 +y3)T1 + (11 — 3y3)22 + (—y1 — 3y2 — 3y3) 73
donc y € N(b) si et seulement si
Y1+y2+ys =0

y1 —3y3 =0
—y1 —3y2 —3y3 =0

En résolvant ce systéme, on trouve 3 = 3ys, yo = —2y3, y3 € R, alors N'(b) est engendré par le
3
vecteur y = | —2
1
On aurait pu déterminer directement C a aide la matrice de b

1 1 -1

M.b)=11 0 =3

1 -3 =3

On remarque que N'(b) # 0, alors b est dégénérée.

Définition 9 Soit b une forme bilinéaire sur un K espace vectoriel E de dimension finie n. Alors
b est non dégénérée si et seulement si

rgb=n=dmkFE

Théoréme 1 (Théoréme du rang pour les formes bilinéaires) Soit E un K-espace vectoriel
de dimension finie et soit b une forme bilinéaire sur E, alors

dimFE = rg b+ dim N (b)



3.2 Formes quadratiques, cas de dimension finie

Définition 10 Soit E un K-espace vectoriel. On appelle forme quadratique sur E toute application
q de la forme

q: F—K
r+— s(x,x)

ot s est une forme bilinéaire symétrique sur E.

Définition 11 (Polynéme homogéne) Soit ¢ € K[X1,...,X,], on dit qu’il est homogéne de
degré deux si

VAEK, VX e K" q(AX) = \q(X)

Remarque 1 Un polynome q est homogéne de degré deux si et seulement si, il s’écrit

n

q(:v) = Z ARl TR

k=1
avec ay; € K des coefficients fixés.

Proposition 3 Soit £ un K- espace vectoriel de dimension finie n, et q une application définie
sur B a valeurs dans K. Alors q est une forme quadratique sur E si et seulement si elle est un
polynéme homogéne de degré deuz.

Exemple 8 Soit l'application q : R — R définie par
q(z) = 295% - 3553 + 3553 + 22119 — 31173 + OT2T3

ot les x; sont les composantes de x dans la base canonique. On a q est un polynome de degré 2,
alors q est une forme quadratique.

Proposition 4 Soit ¢ une forme quadratique sur E. Il existe une unique forme bilinéaire symé-
trique s telle que pour tout x € E, q(x) = s(x, ). La forme bilinéaire s s’appelle la forme polaire
de q et on a

[q(x +y) — q(z —y)]

[q(x +y) — q(z) —q(y)] = 411

N | —

V(z,y) € E?, s(z,y) =

Exemple 9 Soit la forme quadratique q : R*> — R définie par
q(z) = 223 + 515 — 4wy 209
La forme polaire associée a q est la forme bilinéaire symétrique suivante :
s(,y) = 20191 + STaya — 271y — 223

Définition 12 (Matrice d’une forme quadratique) Soit E un K-espace vectoriel de dimen-
sion finie n et soit ¢ une forme quadratique sur E. On définit la matrice associée a la forme q
comme étant la matrice associée a sa forme polaire s et le rang de q est le rang de cette matrice.



Exemple 10 Prenons la forme quadratique précédente q : R? — R définie par
q(z) = 222 + 513 — 4w129

La matrice associée a q dans la base canonique est donnée par

M., (@) = M., (s) = < _22 _52 )

Définition 13 (Rang, noyau d’une forme quadratique)

1. Le rang, noyau de la forme quadratique est le rang, noyau de sa forme polaire.
g q:= 1958
Nq) = N(s)
2. q est dite non dégénérée si sa forme polaire s est non dégénérée, c’est-a-dire N'(s) =0, ce
qui signifie :
s(x,y)=0,Vye E=2=0

3. Si q est une forme quadratique a valeurs réelles, q est dites définie positive si sa forme
polaire s est définie positive, c’est-a-dire si :

g(z) >0,V € Eetqx)=0=2=0

Définition 14 (Vecteur isotrope, cone isotrope) Soit E un K-espace vectoriel et g une forme
quadratique sur E, on dit que v est un vecteur isotrope st

q(v) =0
L’ensemble des vecteurs isotropes de q est appelé le cone isotrope et est noté
I(q) = {z € E,q(z) = 0}
Remarque 2 Notons que Z(q) n’est pas un espace vectoriel.
Exemple 11 Soit E € R? et ¢ =22 — 23. On a
Z(q) = {(21,22) € R*, 1y = £a»}

voir figure suivante.
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3.3 Bases orthogonales

Définition 15 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, b une forme bilinéaire symé-
trique et B ={ey,--- ,e,} une base de E. Alors

1. On dit que B est une base orthogonale de E si
Vi, I=1,--- nk#1: bleg,e)=0
2. On dit que B est normalisé si
VE=1,--- ,n: blex,ex) =1
3. On dit que B est orthonormée si elle est a la fois orthogonale et normalisée

=1k A1 o) = { LR

Proposition 5 Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

Remarque 3 Soit b une forme bilinéaire symétrique et B une base de E. Alors
1. My(B) est diagonale si et seulement si B est orthogonale.
2. My(B) admet que des 1 sur sa diagonale si et seulement si B est normalisée.

3. My(B) =1 si et seulement si B est orthonormée.



3.4 Reéduction des formes quadratiques

Chercher une base orthogonale revient donc a déterminer une base dans laquelle la matrice de ¢
est diagonale, ou aussi, a écrire ¢ sous la forme d’une somme de termes carrées. Pour cela on va
présenter deux méthode, la méthode de Gauss et la méthode des dérivée partielle.

Il ne faut pas confondre ce probléme avec la diagonalisation des endomorphismes. Si Aest la
matrice d’'un endomorphisme, la diagonaliser signifie chercher une matrice inversible P telle que
P"' AP soit diagonale. Ici il s’agit de chercher une matrice P telle que ¢t AP soit diagonale.

3.4.1 Meéthode de Gauss

Cette méthode s’applique que lorsque la forme quadratique admet dans son expression au
moins un terme carré.
Soit R? vu comme étant un R-espace vectoriel et ¢ une forme quadratique définie sur R? par

Vo € R®: q(x) = 2% + 203 + 523 + 22129 — 42573
On considére un terme carré quelconque par exemple z2, On va utiliser la formule suivante
a? 4 2ab = (a + b)* — b*
1. On ordonne suivant le paramétre x;

q(x) = 27 + 2xy20 +225 + 513 — dzos
N’

termes en 7
2. On écrit les termes en x; comme le début d’un carré

q(z) = (x1+ Iz)z — x5 4225 + 5aj — daom;

TV
termes en 1

3. On refait le méme travail sur zs

q(x) = (x1 + 22)° + 22 — dzgws +522 = (11 4 22)° + (23 — 223)° — 422 + 5a
—_——

termes en x2o

4. On continu 'opération jusqu’a la disparition de tout les termes rectangles

q(x) = (z1 + $2)2 + (29 — 2$3)2 + x?,

3.4.2 Meéthode des dérivées partielles

Cette méthode s’applique lorsque la forme quadratique n’admet aucun terme carré dans son ex-
pression.
Soit £ = R? vu comme un R-espace vectoriel et soit ¢ la forme quadratique définit sur R? par

Vo € R®: q(x) = bxyo + 62103 + 3w013
1. On choisit un terme rectangle Kxpz; avec K # 0. Dans notre cas on prend

5.77133'2



2. On calcul les dérivée partielles d,,¢ et d,,q. Dans notre cas on a
O, q(x) = a9 + 623, Opyq(x) = by + 313

3. On écrit ¢ sous la forme

1
Vee E: q(z)= Eaqu(x)ﬁxlq(x) + terme correctif

Dans notre cas on a

1 18
Ve e E: q(z)= 5£5$2 + 63) (51 + 3ws) —gxg

®1 P2

4. On écrit alors

1
(p1+92)" = 7 (o1 — 02)°

> =

P12 =

pour avoir la forme finale

1 1
Ve e E: o(x) = e (o1 + 2)° — e (p1 — 2)° + terme correctif

Dans notre cas on aura

1
Ve e E: ¢(z) S 12

1 1
= 2—0 (5%1 + 5252 + 9I3>2 — % <5$1 — 5:62 — 31’3)2 — FQZ?}

Remarque 4 Si dans le terme correctif on a un terme rectangle on refait les mémes étapes au
niveau de ce terme. St on a un mélange de termes carrés et de termes rectangles on utilise la
méthode de gauss au niveau de ce terme.

3.5 Classification des formes quadratiques

Théoréme 2 (Sylvester) Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n et q une forme
quadratique sur E. Alors il existe une base e; de E telle que

n
r = E L€
k=1

et

q(z) = Zmi - Z 2 (3.5.1)

k=1 k=p+1
c’est-a-dire

M., (q) =




tel que
r=19(q)

et p un entier qui ne dépend que de la forme de q et non de la base.
Remarque 5 Pour déterminer la réduction de Sylvester on applique la réduction de Gauss.

Définition 16 (Signature d’une forme quadratique) Soit E un R-espace vectoriel de dimen-
sion finte n et q une forme quadratique sur E telle que la réduction de Sylvester est donnée par
Uéquation 3.5.1. On appelle la signature de la forme q et on la note sign(q) le couple (p,r — p).

Lemme 2 Soit ¢ une forme quadratique sur un R espace vectoriel E de dimension finie n. Alors
on a les assertions suivantes :

1. q est définie positive si et seulement si
sign ¢ = (n,0)
2. q est non dégénérée si et seulement si
sign q = (p,n —p)

Théoréme 3 Soit ¢ une forme quadratique sur un R espace vectoriel £ de dimension finie n et
B une base de E, ce qui donne que

g(x) = ayam;

1,j=1

tel que

est le vecteur composante du vecteur x dans la base B.
Lorsqu’on fait la réduction sous la forme de Sylvester n obtient

p r
glo) =Y ol = > ]
k=1

k=p+1

tel que ), sont une expression linéaire des x; ce qui donne que pour une certaine matrice A, on a

Alors X' c’est les composantes du vecteur x dans une nouvelle base de E qu’on la note B'. P = A™1
est la matrice de passage de B a B’ avec B’ est une base orthogonale.
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