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Chapter 3

Techniques d’optimisation

3.1 Introduction

L’optimisation est une branche des mathématiques cherchant a modéliser, a analyser et
a résoudre analytiquement ou numériquement les problémes qui consistent a minimiser
ou maximiser une fonction sur un ensemble.L’optimisation intervient dans de nombreux
domaines :

e En recherche opérationnelle (probléme de transport, économie, gestion de stocks...).

En automatique (modélisation de systémes, filtrage...).

En ingénierie (dimensionnement de structures, conception optimale de systémes
(réseaux, ordinateurs...)).

e Dans la théorie des jeux pour la recherche de stratégies.
e En théorie du contrdle et de la commande.

Beaucoup de systémes susceptibles d’étre décrits par un modéle mathématique sont
optimisés. La qualité des résultats et des prédictions dépend de la pertinence du
modeéle, du bon choix des variables que 'on cherche & optimiser, de l'efficacité de
I’algorithme et des moyens pour le traitement numérique.

3.2 Problémes d’optimisation

L’optimisation est ’étude des problémes qui s’expriment de la maniére suivante.

Minimisation
Definition 1 Etant donné une fonction f : A — R, trouver un élément & de A tel que
f(@) < f(x) pour tout x € A. On dit que l’on cherche a minimiser la fonction f sur
I’ensemble A.

e La fonction f peut s’appeler : fonction cotlit (ou coiit), fonction objectif (ou
objectif), critére, etc.

e L’ensemble A est appelé ensemble admissible, et les points de A sont appelés les
points admissibles du probléme a optimiser.

En analyse numeérique (approximation/résolution de systémes linéaires, non linéaires...).



e le point T est appelé solution ou minimum ou minimiseur du probléme.

e On dit que le probléme est réalisable si 'ensemble A est non vide.

On peut écrire ce probléme de différentes maniéres :

min f(z)

min {f(z)| z € A}
min f(A)

o { min f (z)

reA

Maximisation
Un probléme de maximisation d’une fonction f est équivalent au probléme de minimi-
sation de —f. On peut le définir comme suit

fz) < f(@),Ve e Ae —f(x) =2 - [(T)

L’équivalence veut dire ici que les solutions sont les mémes et que les valeurs optimales
sont opposées. En particulier, une méthode pour analyser et résoudre un probléme de
minimisation pourra étre utilisée pour analyser et résoudre un probléme de maximisa-
tion.

Certaines propriétés de f sont maintenues par passage de f en —f (continuité, dif-
férentiabilité ou linéarité), alors que d’autres, sont détruites par cette transformation
, par exemple : minimiser f sur A avec f et A convexes, peut étre considérer comme
un probléme facile, alors que : maximiser f sur A avec f et A convexes, est de fait
un probléme d’optimisation trés difficile. La convexité est un exemple de propriété
tournée davantage vers la minimisation que vers la maximisation.

3.2.1 Reégion admissible

N’importe quel point x satisfaisant les contraintes d’égalités et d’inégalités est dit
point admissible du probléme. I’ensemble de point satisfaisant ces contraintes est dit
région admissible de f(z). Ainsi la région admissible peut étre définie par I'ensemble

A={z]ai(z)=0,i=1,....pet¢;(z),j=1,...,q}

N’importe quel point x qui n’appartient pas a A est dit point non admissible.
e Si les contraintes du probléme & optimiser étaient toutes des inégalités, les con-
traintes se divisent en trois parties :

1. Point intérieur est un point pour lequel ¢j(x) > 0 pour tout j. Ceci est un
point admissible.

2. Point au bord est un point pour lequel au moins un ¢;(z) = 0. Ceci peut
étre ou ne pas étre un point admissible.

3. Point extérieurs est un point pour lequel au moins un ¢;(z) < 0. Ceci est

un point non admissible.

e Si une contrainte cgx(x) est nulle durant une itération spécifique, elle est dite
active.



e Si ¢(z) est nulle la convergence est atteinte, I'optimum z est localisé au bord.
Dans ce cas 14, le point optimal est dit contraint.

Example 1 Résoudre en utilisant la méthode graphique le probléme d’optimisation
sutvant :
max f(X) =3z + 2y

S.C: Oy (X) =22 +y < 18
Cy(X) =22+ 3y <42
Cy(X) =3z +y<24

Cy(X)=2>0
C5(X)=y=0

e On trace le systéme de coordonnées. On représente la variable‘c en abscisse et y
en ordonnée, qu’on montre dans la figure (1).

24 [
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C3(X)

e On représente les contraintes. On commence par la premiére, on trace la droite
qu’on obtient si on considére la contrainte comme égale. Elle apparait comme le
segment qui met en relation A et B. On reproduit le processus avec les autres
contraintes.

e La région réalisable est l’intersection des régions délimitées ausst par l’ensemble
des contraintes, que par les conditions de non-négativité des variables, c’est-a-
dire, par les deux azxes de coordonnés. Cette région est représentée par le polygone
O-F-H-G-C, en couleur marron.



e [inalement, on évalue la fonction objectif (3x + 2y) dans chacun des points (ré-
sultat qu’on recueilli dans le tableau suivant). Comme le point G fournit la
plus grande valeur a la fonction f(X) et Uobjectif c’est de maximiser, ce point
représente la solution optimale: f(X) = 33 avec x =3 et y = 12.

Sommet | Coordonnées(z,y) | f(X)
o) (0,0) 0
C (0, 14) 23
G (3,12) 33
H (6,6) 30
F (8,0) 24

3.3 Outils mathématiques

3.3.1 Formes quadratiques

Definition 2 Soit A une matrice symétrique de taille n x n et b un vecteur de R™. La
forme quadratique q : R™ — R est définie par

1
q(z) = §xTAx — bl

Definition 3 Soit A une matrice symétrique de taille n X n. On dit que A est semi-
définie positive (SDP) et on note A >0, lorsqu’on a

T Ax > 0,V € R"
A est définie positive (DP) et on note A >0, lorsqu’on a
tT Az > 0,Vr € R", 2 # 0
On peut relier cette définition avec les valeurs propres de la matrice A.

Proposition 1 Soit A une matrice symétrique de taillen xn. On note \j,1 =1,...,n
ses valeurs propres (réelles). On a les équivalences suivantes :

A>0 )\ >0,i=1,...,n

Remark 1 Lorsque la matrice A est définie positive (resp. semi-définie positive), on
dira que q(x) est une forme quadratique définie positive (resp. semi-définie positive).



3.3.2 Différentiabilité

Definition 4 Soit une fonction f : R™ — R™ représentée dans la base canonique de
R™ par le vecteur

fi(x)
fl@)=| :
continue en a. On dit que f est différentiable en a s’il existe une application linéaire ,
notée f'(a), telle que pour tout d € R™ on ait
fla-+d) = f(a) + F'(a)d + ] ()

ou € est une fonction continue en 0 qui vérifie llin(l) e(d)=0cet|d| =00 dr)?. On
H

N|=

appel f'(a) la dérivée de f au point a.
Proposition 2 Soit f : R" — R™ différentiable en a. Alors

t—0 t

Cette méthode d’estimation du gradient est souvent appelée différences finies qu’on a
déja vu dans le deuxiéme chapitre. La quantité f'(a)d est la dérivée directionnelle de
f au point a dans la direction d.

La proposition suivante fait le lien entre la matrice de f'(a) et les dérivées partielles de
f au point a.

1. Calcul de la dérivée premiére :

Proposition 3 Soit f: R" — R™ différentiable en a. Alors on peut représenter
la matrice de f'(a) dans les bases canoniques de R™ et de R™ et on a

(@) = (@

On appelle souvent f’(a) la matrice jacobienne de f au point a. Lorsque m = 1
on adopte une notation et un nom particuliers :

le gradient est le vecteur noté V f(a) et défini par
f'(a) =V f(a)"
On a alors
fla+d) = f(a) + Vf(a)'d+|d] e(d)

2. Calcul de la dérivée seconde : Danslecasm =1, f: R" - R

Definition 5 L’application f : R" — R est dite deux fois différentiable s’il existe
une matrice symétrique V2 f(a) telle que

fla+d) = f(a)+ Vf(a)"d+d"V*f(a)d + ||d||* (d)

On appelle V2f(a) matrice hessienne de f au point a. Comme ’énonce le
théoréme suivant, cette matrice s’obtient a partir des dérivées secondes de f

Theorem 1 Soit f : R"™ — R deux fois différentiable en un point a. Si on note
g(z) = V f(z), alors la matrice hessienne est définie par V:f(a) = ¢'(a), soit

(V*1(0)s) = 5og=(@




3.3.3 Notions de convexité

En mathématiques, le mot « convexe » est utilisé dans la désignation de deux notions
bien distinctes :
e Lorsqu’il se rapporte a une forme géométrique, un ensemble de points, il renvoie
au concept d’ensemble convexe .

e Lorsqu’il se rapporte a une fonction, il renvoie au concept de fonction convexe.

En économie, la convexité est un indicateur de risque de taux directement lié au concept
mathématique de fonction convexe.

Un objet géométrique est dit convexe lorsque, chaque fois qu’on y prend deux points
x et y, le segment [x,y| qui les joint y est entiérement contenu. Ainsi un cube plein, un
disque ou une boule sont convexes (voir figure 3.1), mais un objet creux ou bosselé ne
'est pas (voir figure 3.2).

Fig. 3.1: ensemble convexe

Fig. 3.2: ensemble non convexe

Ensemble convexe

Definition 6 Soit x; et xo deux vecteurs de R™. Le segment de droite rejoignant
l'extrémité de ces vecteurs, l’ensemble des points :

D={zeR"/z=ar;+(1—a)r,0<a<l1}
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Example 2 Considérons les deux vecteurs x; = ( g ) et xo9 = ( le )

Soit [S1, 53] le segment de droite reliant les extrémités de x; et xs.

[Sl,Sg]z{xERz/x:a(g)—l—(l—a)(}l),ogagl}

En faisant varier la valeur de o entre 0 et 1, on obtient les points de segment:

-3 35 +1 1Yy
T "Ta\2)Ta\a) | s
2
5
a=1 x—(Q =95
82
5 4
4 \\\\\
3 \\\\
\\S’I
2
1
0 1 2 3 4 5;

Fonction convexe
Definition 7 Soit S un ensemble convexe de R", f: S — R est dite convexe sur s si:
V(z,y) € S2Va € [0,1], f (ax + (1 — a)y) < af(z) + (1 - a)f(y)

On dit que f est strictement convexe sur S si pour x # y:

V(z,y) € S%,Va € [0,1], f (ax + (1 — a)y) < af(z) + (1 —a)f(y)



Caractérisation de la convexité en terme de hessien

Proposition 4 5i f : R — R est deux fois continiment dérivable sur un ensemble S
conveze, alors [ est conveze si et seulement si f"(x) > 0,Vo € S et f est strictement
conveze si et seulement si f"(x) > 0,Vx € S

Ce résultat se généralise pour n > 1: le résultat suivant fait le lien entre le hessien et
la propriété de convexité.

Theorem 2 57 f : R* — R" est deux fois continiment dérivable sur un ensemble S
convexe, alors f est conveze si et seulement si V2 f(x) > 0,Vz € S et f est strictement
convexe si et seulement si V2 f(x) > 0,Vz € S

Corollary 1 Soit f une forme quadratique définie par

1
f(z) = §JZTH:L‘ — b

Alors f est conveze si et seulement si H > 0, et strictement convexe si et seulement si
H>0.

Cela provient du fait que V2f(z) = H.
Dans le cas ou la fonction f n’est supposée qu’une fois différentiable, on a le résultat
suivant :

Theorem 3 St f : S C R* — R une fonction une fois différentiable, alors f est
conveze si et seulement si

fy) > f(z)+ V' f(x)(y —2),Y(z,y) € S

La fonction f est strictement convexe si et seulement si

f) > fl2) + V7 f(z)(y — 2),Y(z,y) € 5

3.3.4 Types d’extremum

Definition 8 Un point € A est dit un minimiseur local de f(x) s’il existe un € > 0
tel que

f(@) < flx)
S0
reAet |lx—7| <e

Definition 9 Un point & € A est dit un minimiseur global de f(x) tel que Vx € A
f(@) < f(=)
Un minimiseur global est un minimiseur local.
Example 3 Soit f(z) = 2> +y* +ay +1
1. Déterminer les points critiques de f.

2. Etudier les extremums locauz de f.

10



Solution

1. On calcul les dérivées partielles de f :

af B af B
%(fﬂ,y) =2z 4y, ay(w,y) =z +2y

Si (z,y) est un point critique de f, il vérifie donc le systéme

2 4+y =0
r+2y=0

(0,0) est donc le seul point critique de f.

2. Les extremums locaux d’une fonction différentiable ne pouvant étre atteints qu’en
un point critique, il suffit d’étudier si (0,0) est un extremum local. En faisant un
développement carré de f on obtient:

flz,y) = (x+%y) +2y2+1 > 1= £(0,0)

Ainsi, (0,0) est minimum local et méme global de f.

3.3.5 Conditions nécessaires pour un minimum local

Le gradient g(x) et le Hessien H(x) doivent satisfaire certaines conditions en Z (min-
imiseur local). Deux conditions vont étre présentées :
1. Conditions qui vont étre satisfaite en z Ce sont des conditions nécessaires.

2. Conditions qui vont garantir que Z est un minimiseur local. Ce sont des conditions
suffisantes.

La direction

Definition 10 Soit 6 = ad une variation de x ou o > 0 et d le vecteur direction. St
A est la région admissible et une constante & existe telle que

TH+ade A

pour tout v avec 0 < o < &, alors d est dite direction admaissible au point x.

Example 4 La région admissible d’un probleme d’optimisation est donnée par :
A={z/x; > 2,29 > 0}

Lequel des vecteurs dy = (=2 2)T, dy = (0 2)T, d3 = (2 0)T est une direction admissi-
ble auz points x1 = (4 1)7, 2o = (2 3)T et 23 = (1 4)7?

Solution

D’apres la figure (3.3), on les résultats suivants :

11
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Fig. 3.3: les vecteurs direction

dy est une direction admissible au point x1 pour tout 0 < a < 1. car on a

1 +ad € A
L4202 _[© 11
142a>2 0425

dy n’est pas une direction admissible au point x,.

IN

dy est une direction admissible aux points xq et xo pour un & > 0.

dz est une direction admissible aux points xy et xo pour un & > 0.

e dy, dy et ds ne sont pas des directions admissibles au point x3, car xz n’appartient
pas a la région admissible.

Conditions nécessaires du premier ordre

La fonction objectif doit satisfaire deux types de conditions dans le but d’avoir un

minimum, dites, conditions du premier et du second ordre. Les conditions du premier
ordre utilisent le gradient.

Theorem 4 1. Si f(x) € C' et & un minimiseur local, alors
g(a?")Td >0
pur toute direction admissible d au point T.

2. Si T est localisé a l'intérieur de A, alors

9(z) =0

12



Conditions nécessaires du second ordre

Les conditions nécessaire du second ordre utilisent non seulement le gradient mais
aussi le Hessien. Soit d est une direction arbitraire au point . Rappelons que,la forme
quadratique d” H(z)d est dite D.P;si d* H(z)d > 0 S.D.P, si d" H(z)d > 0, S.D.N si
d"H(xz)d <0 et D.N si d' H(z)d < 0, pour tout d # 0 au point x. Si d” H(x)d admet
des valeurs positives et négatives est dite indéfinie.

Theorem 5 o Si f(z) € C? et T un minimiseur local, alors pour toute direction
admissible d au point T
1. g(x)Td >0
2. Sig(z)Td=0,d"H(z)d >0

e Si T est localisé a lintérieur de A, alors

1
9(7) =0
2. dTH(z)d >0, Vd # 0.

Example 5 Soit 7 = (1 0)7 un minimiseur local du probléeme

1

2

min f(X) =2 — 2 +y+ 2y
SC:x>2,y>0

Montrer que les conditions nécessaires du second ordre sont vérifiées.

solution
Les dérivées partielles premiéres de f sont:

Of vy — 93— 1. 25 (0 ) =

Sid = (d; d3)T est une direction admissible, on obtient
g(x)'d = (2z,y — V)dy + (v + 1)dy
au point r = &
3
g(a?)Td = §d2

Sidy,>0,0na
g(@)d>0

Alors les conditions nécessaires du premier ordre sont vérifiées.
Sidy =0
9(z)'d=0

o= (11)

d"H(z)d =2d* >0

le hessien est

et

pour toute valeur de d;, les conditions nécessaires du second ordre sont vérifiées.

13



3.3.6 Classification des points stationnaires

Si les points extremums appelés minimiseurs et maximiseurs, sont localisés a 'intérieur

de la région admissible, ils sont appelés points stationnaires lorsque g(x) = 0 en ces
points. Un autre type de points stationnaires est le point selle ou point col.
Dans le cas d'une fonction & deux variables z = f(z,y), le graphe est une surface
dans 'espace a trois dimensions. Une telle fonction présente un maximum au point
M (z0,y0, f(x0,%0)) si f(zo,yo)) atteint une valeur supérieure a toutes celles qui prend
f(z,y) au voisinage de x = g et y = yq -

T\
N
ARRR
avaamw
['Q AR

\/
(e s
G

De méme, f(x,y) posséde un minimum au point M (zg, o, f(Zo,%0)) si f(Zo,Yo)
atteint une valeur inférieure a toutes celles que prend f(x,y) au voisinage de x = z0
et y =190 .

Il en résulte qu’au point M (xg, yo, f(20,y0)), il existe un plan tangent horizontal.
Ce plan tangent est engendré par deux tangentes, elles-mémes déterminées par :

af  of

— et —

or Oy

Ainsi, la condition nécessaire & l’existence d’un extremum est la suivante

aof o
97 97\ _(0.0)
ox’ 0y
Cette condition est nécessaire mais pas suffisante. En effet, il existe des fonctions pour

0 0 o .
lesquelles —f = —f = 0 sans qu’il existe un extremum en ce point. Dans ce cas, on

Jor Oy

parle de point-selle.
Il est toujours possible de trouver un point situé au-dessus du point-selle et un autre
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au-dessous, ceci quelque soit le voisinage du point-selle considéré. Notons encore, qu’en
un point-selle la fonction présente un minimum pour 'une des variables et un maximum
pour l'autre variable.

Il faut donc remplir une condition suffisante qui est la suivante :

2 2 2 2
D:afaf— oF >0
0x? 0y? 0xy

Ainsi on obtient le résultat suivant :
Résulat :
Soit M (xq, Yo, f(x0,yo)) le point en lequel:

(-2)-
or  Oy/)

Alors, si on ce point

82
1. 8—‘}; >0et D >0, f posséde un minimum au point M.
x
o0 f . . .
2. 922 <0et D >0, f posséde un maximum au point M.

3. 81 D < 0, f posséde ni un minimum ni un maximum au point M, mais un
point-selle.

4. Si D =0, on ne peut rien conclure.

Example 6 Soit la fonction f(x,y) = —x® — y? et son plan tangent d’équation z =
x +y. Résolvant le systéme d’équations swivant:

of
g——o o =0 fa=0
jzo —2y=0 y=20
dy

Donc, il existe un point stationnaire qui M = (0,0,0). Pour connaitre la nature de ce
point, il suffit d’appliquer le résultat précédent.On trouve alors:

’f
0x?

Done, M = (0,0,0) est un maximum comme le montre la figure suivante

=-2<0etD=4>0

15



Example 7 Soit la fonction f(z,y) = x*+y? et son plan tangent d’équation z = x+vy.
Résolvant le systeme d’équations suivant:

of
g—:o L w=0  [ae=0
jzo 2y =10 y=0
dy

Donc, il existe un point stationnaire qui M = (0,0,0). Pour connaitre la nature de ce
point, il suffit d’appliquer le résultat précédent.On trouve alors:

0 f

—=2>0etD=4>0

Ox?

Done, M = (0,0,0) est un minimum comme le montre la figure suivante

Example 8 Soit la fonction f(x,y) = —x® + y? et son plan tangent d’équation z =
x +y. Résolvant le systéme d’équations swivant:

9 —2x =0 r=0
g%:()@{Zy:O {:){y:()

Donc, il existe un point stationnaire qui M = (0,0,0). Pour connaitre la nature de ce
point, il suffit d’appliquer le résultat précédent.On trouve alors:

0*f

16



Done, M = (0,0,0) nest ni un mazimum ni un minimum, c’est un point-selle comme
le montre la figure suivante

3.4 Meéthodes d’optimisation unidimensionnelles

Les méthodes unidimensionnelles sont utilisées dans 1'optimisation de fonctions a une
seule variable. Elles peuvent étre classées en deux groupes :
1. Les méthodes de subdivision d’intervalles :
Elles consistent a se rapprocher de I'optimum par réductions successives de l'intervalle
de recherche complet, en tenant compte de la valeur de la fonction aux extrémités
de chaque sous-intervalle exploré séquentiellement.

e La méthode la plus simple de dichotomie classique utilise un facteur de

réduction constant de 3

e Dans la méthode de Fibonacci, le facteur de réduction est adapté au cours
de la recherche : il est défini comme le rapport de deux termes consécutifs
de la suite de Fibonacci (ce facteur tend vers le nombre d’or égal a %g)
L’intérét de la méthode réside dans le fait qu’a chaque itération, la valeur de
la fonction est évaluée en un seul point pour la détermination de l'intervalle
suivant. L’autre extrémité du nouvel intervalle de recherche est déduit des
points testés lors des itérations précédentes

e [a section dorée ou méthode du nombre d’or est trés similaire & la méthode
de Fibonacci. Elle utilise un facteur de réduction égal au nombre d’or.

Les techniques de subdivision d’intervalles peuvent s’appliquer & des fonctions
éventuellement discontinues. Elles nécessitent que ces derniéres soient unimodales.
Dans le cas contraire, elles ne garantissent pas la convergence vers I'optimum
global. Par ailleurs, 'optimum ne peut étre localisé "exactement". Il est seule-
ment possible d’obtenir sa valeur dans un certain intervalle d’incertitude ('intervalle
obtenu & la derniére itération a la suite des subdivisions successives). La précision
de la recherche est fonction de l'intervalle de départ et du nombre d’itérations.
Elle peut étre améliorée en augmentant le nombre de subdivisions.
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2. Les méthodes d’interpolation :

e Les méthodes Lagrangiennes s’efforcent de se rapprocher de 'optimum par
réductions successives de l'intervalle de recherche, en interpolant la fonction
par un polynéme d’ordre n.

e La technique d’interpolation quadratique (parabolique) de la fonction par
un polynoéme d’ordre 2 est la plus populaire.

Dans cette section on s’intéresse a la méthode de la section dorée et la méthode
d’interpolation parabolique.

3.4.1 Meéthode de la section dorée

Un probléme d’optimisation unidimensionnel est définit par
min F' = f(x)

ou f(z) est une fonction a une seule variable. Ce probléme a une solution si f(z)
posséde un seul minimum dans un intervalle considéré [a,b], ou a et b sont les limites
inférieure et supérieure respectivement du minimiseur z.

Dans les méthodes de Recherche Linéaire, z appartient a un intervalle [a,b] appelé
intervalle d’incertitude, le but est de réduire d’une maniére itérative 'intervalle jusqu’a
obtenir le plus petit intervalle [a,,, b,| qui contient Z.

Definition 11 Soit f une fonction continue sur [a,b]. On dit que f est unimodale
s’il existe un x, €la, b tel que f soit strictement décroissante sur [a,x,] et strictement
croissante sur [x.,b]. On a donc un minimum local strict en x, (c’est méme lunique
minimum global sur [a,b] ).

Definition 12 Soit f une fonction continue sur un intervalle I, et trois réelsa < ¢ < b
de I. On dit que le triplet (a,c,b) est admissible pour le probléme de minimisation de

fsiona f(a) = f(c) et f(b) = f(c).

Si f(a) = f(c) ou f(b) = f(c) alors la le minimum il est dans a ou dans b.

Objectif de la méthode

La méthode de la section dorée consiste a s’arranger pour que la taille du triplet soit
divisée d'un facteur constant a chaque étape. On s’apergoit alors que cela contraint ce

facteur a étre p = %ﬁ
On se donne une fonction f continue sur l'intervalle [ag, bg]. On pose
1
a=—
¥

Cco = ag + (1 — Q{)(bg — CL())
et
do =ag + CY(bo — ao)

On calcul f(ag),f(bo),f(co) et f(dy) et on suppose quun des triplets (ag, co,bg) ou
(ag, do, by) est admissible. On définit les suites par récurrence :
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e Si f(c,) < f(dy), alors le triplet (a,, ¢,,d,) est admissible et on pose

(an+17 dn+17 bn—l-l) - (am Cn, dn)

et
Cnt1 = Qpy1 + (1 - a)(anrl - an+1>
On a simplement besoin de calculer f(c,41), puisque f(an+1), f(dni1) et f(bpi1)
)

sont déja connues. Si f(c,) > f(d,), alors le triplet (¢,,d,,b,) est admissible et
on pose

(an+1’ dn+17 bn+1> - (C’n7 dnu bn)
et
dn+1 = Qpy1 + a(bn+1 - an—l—l)

On a simplement besoin de calculer f(d,.1), puisque f(an11), f(cni1) et f(bpi1)
sont déja connues.

Algorithme
1+5
poser ¢ = —
poser ag = a
poser bg = b

pour t =0,..., Ny

poser ¢ = a; + E(bZ — a;)

poser d' = a; + %(bz — a;)
Si (f(d) < f(d')) alors

poser a; 11 = a;
poser b1 = d’

Sinon si (f(¢') > f(d')) alors
poser a;y1 = ¢

poser b1 = b;

Sinon si (f(¢') = f(d')) alors
poser a; 1 = ¢

poser b1 = d’

fin pour si

fin pour ¢

Ici, le N,,q. est le nombre maximal d’itérations que l'on se fixe. A cette fin, on doit
valider un critére d’arrét de la forme : |b;11 — a;11] < €, ou € est erreur (ou tolérance)
que l'on se permet sur la solution  du probléme.

3.4.2 Interpolation parabolique (quadratique)

La méthode d’interpolation quadratique consiste a approximer ’expression de la
fonction objectif par un polynéme du second ordre

p(x) = ap + a1z + axx?
ol ag, by et ¢g sont des constantes. Soit

p(zi) = f(z:) = f; (3.4.1)

19



pour i = 1,2,3 oul [z, z3] est I'intervalle qui contient le minimiseur de f(z).
Considérons que les valeurs de f; sont connues, ainsi ag, a; et as peuvent étre déduite
par la solution du systéme (3.4.1).

Interpolation en un point

La premiére dérivée de p(z) est donnée par :
P (z) = a; + 2azx

Sip/(x) = 0 et as # 0 alors le minimiseur de p(z) est déduit par

Ty = —
2(12

En résolvant simultanément les équations du systéme (3.4.1), on trouve

(23 —w3) i + (05 — @) fo + (2] — 23) fs

ap = — (gpl — xz)(]?l — :E3)(J:2 — x3)
0 — (xg —x3) f1 + (x5 — 1) fo+ (21 — 22) f3
i (r1 — m2) (21 — 23) (72 — 73)
Ainsi ) , , ) ) )
T, = — (23 —x3) fi + (25 — 27) fo + (21 — 23) f3

2[(w2 — x3) f1 + (23 — 21) fo + (21 — 22) f3]
Si p(x) est une bonne approximation de f(x), alors x, sera une bonne estimé de .
Interpolation en deux points

Ici, on considére que les valeurs de f(z) et de ces premiéres dérivées sont connues
en deux points distincts. On peut écrire :

p(z1) = ap + ar1z1 + apa} = f(x1) = fi

p(Ig) = Qo + a1x2 + (12.733 = f($2) = fg
P (z1) = ay + 2a2w1 = f]

La solution de ces équations donne

221 [f1(x1 — 22) — (f1 — f2)]

ap = f{ - (371 — .’13'2)2
e — filwr —x9) — (f1 — fo)
° (21 — 72)?
d’ol ) )
Ty = T1 + fl(xQ — xl)

2[fr = fa+ filw2 — 1))

Maintenant si la dérivée est connue en deux points x; et x5 alors

fo(wa —x1)
fo— 1

Ty = T +
3.5 Meéthodes d’optimisation multidimensionnelles
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Les méthodes multidimensionnelles sont consacrées a l'optimisation de fonction a

un parameétre ou plus. On peut les classés de la maniére suivante :

e Elles sont dites d’ordre 0, si elles n’utilisent que la valeur de la fonction. Ces
méthodes ont pour avantage de se passer du calcul du gradient surtout lorsque la
fonction n’est pas différentiable ou lorsque le calcul de son gradient est complexe
ou représente un coiit important. Leur inconvénient et qu’elles sont peu précise
et convergent trés lentement vers l'optimum.

e Elles sont dites d’ordre 1, si elles nécessitent en plus le gradient de la fonction.
Elles ont pour avantage d’accélérer la localisation de 'optimum, car le gradient
donne une information sur la direction de recherche de la solution par contre, elles
ne sont applicables qu’aux problémes dans lesquels la fonction est contintiment
différentiable.

e Elles sont dites d’ordre 2, si elles utilisent le gradient et le héssien de la fonction.
Les méthodes multidimensionnelles peuvent étre divisées en deux groupes :

e les méthodes analytiques ou de descente :se basent sur la connaissance
d’une direction de recherche, souvent donnée par le gradient de la fonction.
Comme exemple il y a les méthodes de descente : gradient a pas fixe ou a pas
optimal, la méthode du Gradient Conjugué et les méthodes Newton et Quasi-
Newton.

e Les méthodes heuristiques (géométriques): elles explorent I’espace par es-
sais successifs en recherchant les directions les plus favorables. On emploie le
plus souvent la stratégie de Hooke et Jeeves, la méthode de Rosenbrock, ou la
méthode du simplex de Nelder et Mead. Toutes ces techniques sont déterministes
et locales mais elles sont beaucoup plus robustes que les méthodes analytiques
classiques, en particulier si la fonction objectif est discontinue ou bruitée. Par
contre, elles deviennent contre indiqué lorsque le nombre de parameétres est élevé.

3.5.1 Meéthodes de descente

Dans cette section, on va s’intéresser aux algorithmes de calcul de minimum et plus
particulierement aux algorithmes de descente. Partant d’un point xy arbitrairement
choisi, un algorithme de descente va chercher a générer une suite d’itérés (zx)ren telle
que

Vk €N, f(xpy1) < flag)

Definition 13 Soit f : R" — R une application continue. Soit x € R" et d € R". La
dérivée directionnelle en x dans la direction de d est définie par

df (z;d) := lim fla+td) — f(z)

t—0+ t

st cette limite existe.

Proposition 5 Si [ est différentiable en un point x € R™ alors pour tout d # 0, f
admet une dérivée dans la direction d en x et

df (v;d) = Df(z)(d) = Vf(z)'d

La dérivée directionnelle donne des informations sur la pente de la fonction dans la
direction d, tout comme la dérivée donne des informations sur la pente des fonctions a
une variable. En particulier,
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o Sidf(x;d) >0, alors [ est croissante dans la direction d.

e Sidf(x;d) <0, alors f est décroissante dans la direction d.

Dans ce dernier cas, on dira que d est une direction de descente de f.

Direction de descente

Definition 14 Soit f : R" — R et x € R et d € R". Le vecteur d € R™ est une
direction de descente pour f a partir du point x sit — f(x + td) est décroissante en
t =0, c’est-a-dire il existe un o > 0 tel que

VO <t<a,f(zx+td) < f(x)
df (z;d) := lim fle+td) - f(z)

t—0t t

st cette limite existe.

Parmi toutes les directions de descente existantes en un point x donné, il est naturel
de s’intéresser a celle ou la pente est la plus forte. Un résultat remarquable montre
que cette direction est donnée par 'opposé du gradient.

Proposition 6 Soit f une fonction différentiable en un point x € R™ alors pour toute
direction d # 0 de norme constante égale a ||d|| = |V f(x)]|, on a

(=Vf(2)"Vf(z) <d"Vf(z)

Algorithme général pour les méthodes de descente

Données : f supposé au moins différentiable, xy point initial arbitrairement
choisi. Sortie : une approximation de la solution du probléme :

min f(z)
1. k=0
2. tant que le test de convergence n’est pas satisfait
e Trouver une direction de descente dj telle que
Vf(zp)'d <0
e Choisir un pas oy > 0 a faire dans la direction di tel que:
fop + andy) < f(p)

e On pose xpy1 =xp +apdy; k=k+1

3. Retourner zy
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Tests d’arréts

Soit z un point de minimum local du critére f & optimiser. En pratique, un test
d’arrét devra étre choisi pour garantir que ’algorithme s’arréte toujours aprés un nom-
bre fini d’itérations et que le dernier point calculé soit suffisamment proche de 7 .
Soit € > 0 la précision demandée. Plusieurs critéres sont & notre disposition : tout
d’abord un critére d’optimalité basé sur les conditions nécessaires d’optimalité du pre-
mier ordre : on teste si

IV (zr)ll < e

auquel l'algorithme s’arréte et fournit l'itéré courant x; comme solution.
En pratique, le test d’optimalité n’est pas toujours satisfait et on devra faire appel a
d’autres critéres comme :

[z r1 = il < el

|f(zri1) = flan)| < elag]

ou fixé le seuil du nombre minimal d’itération a 'avance (k < kyax)-
La convergence

Il est important de garantir la convergence d’un algorithme sous certaines hy-
pothéses. Etudier la convergence d'un algorithme, c’est étudier la convergence de
la suite des itérés générés par ’algorithme.

Definition 15 Soit un algorithme itératif qui géneére une suite (xy)gen dans R™ afin
de résoudre le probleme :

min = f(z)

ot f : R" — R est une application de classe Ct. L’algorithme est dit globalement
convergent si quel que soit le point initial o € R™

i V()] =0

Cette propriété garantit que le critére d’arrét |V f(xy)|| < € sera satisfait & partir d'un
certain rang quelle que soit la précision € > 0 demandée.

Méthode du gradient

La méthode du gradient fait partie des classes de méthodes dites de descente. Soit
x € R™ l'itéré courant. FEtant donnés la valeur f(zy) et le gradient V f(xy), on
remplace f au voisinage de x; par son développement de Taylor au premier ordre :

flaw+d) = flap) + YV f(ar)"d

On voudrait que la dérivée directionnelle V f(x;,)7d d soit la plus petite possible dans
un voisinage de d = 0. On cherche donc a résoudre :

min V f(zy)"d,  S.Cld|| = [V f(zy)]]

deRX

dont la solution nous est donné par

Le choix de la direction de plus forte descente définit une famille d’algorithmes appelés
algorithmes de descente de gradient dont le schéma est le suivant :
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Données : f, xo premiére approximation de la solution cherchée, ¢ > 0 précision
demandée. Sortie : une approximation z, de la solution du probléme V f(z) = 0

1. k=0

2. tant que le test de convergence n’est pas satisfait
e Trouver une direction de descente dj telle que
dy = =V f(xx)
e Choisir un pas oy > 0 a faire dans la direction di tel que:
[y + ardy) < f(xy)
e On pose xpy1 = xp +apdy; k=k+1

3. Retourner zy

Il reste maintenant & définir une stratégie de calcul du pas. Nous étudions ici en
premiére approche une méthode a pas optimal, puis une a pas fixe.
1. Gradient a pas optimal:
Une idée naturelle consiste a suivre la direction de plus forte descente et a faire un
pas qui rende la fonction & minimiser la plus petite possible dans cette direction.
Cette méthode est appelée méthode de gradient a pas optimal ou encore méthode
de plus forte pente.
On remplace dans 'algorithme de descente du gradient ’étape : Trouver une
direction de descente dy, telle que d, = —V f(xy), par Calculer un pas optimal «y,
solution de :
min f(l"k + adk)
a>0

la résolution du probléme de minimisation unidimensionnel de cette étape, méme
de fagon approchée, cotite cher en temps de calcul. Pour ces raisons, on peut lui
préférer parfois I'algorithme de gradient a pas constant (ou a pas fixe).

2. Gradient a pas fixe:
L’idée est trés simple : on impose une fois pour toutes, la taille du pas effectué
selon la direction de descente calculée a chaque itération. Les étapes : Choisir
un pas a; > 0 a faire dans la direction dj tel que: f(zg + ardy) < f(zx) et
Tryr1 = T + apdy; k = k4 1 de 'algorithme de descente de gradient sont alors
remplacées par :

T+l = Tk — Oévf(fk)

3. Méthode de la plus forte pente avec Hessien:
Si le Hessien de f existe et peut étre calculé, la valeur ov qui minimise f(xy + ady)
peut étre déterminée en utilisant le développement de Taylor a l'ordre 2 et en
posant V f(xy) = gx, on obtient

f(l'k + Oédk) ~ G -+ (ozdk)Tgk + %(Ozdk)TH<l'k)<Oédk)
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et si di est la direction de la plus forte pente c¢’est-a-dire: dy = —g, on obtient

1
f(or — agy) = gp — Oénggk + 504291{H(1’k)9k

En dérivant par rapport a «, on obtient

- ~ —gp gk + agy H(zk) g

En posant ce résultat égal a zéro, on obtient

o= oy~ JETE
9i H (1) g
Alors .
_ 9k 9k
Tp+1 = Tk

- 77, N~ Yk
9 H (k) gr

Méthode du gradient conjugué

1. Méthode du gradient conjugué linéaire:
1
Soit f(x) = §$TA.9: — bx avec A une matrice symétrique définie positive. On sait

alors qu’il existe un unique minimum sur R” donné par z, = A~'b.
Dans la suite, on note r(z) = Az — b = V f(z) le résidu.

Definition 16 Les vecteurs non nuls {dy,--- ,d,} sont dits conjugués par rapport
a la matrice A si

pour tout i # j € {1,--- ,p},d] Ad; =0

Lemma 1 Soient A € M,(R) symétrique définie positive, k € N et F =
{di}1<i<y une famille de vecteurs A-conjuguée. alors

F une famille libre si k < n
Stk =n,F est une base

Definition 17 Soit A € M, (R) symétrique définie positive et b un vecteur de
R™. La méthode du gradient conjugué linéaire consiste a construire une famille de
directions de desecnte A-conjuguées pour résoudre le systéme linéaire Az —b = 0
en minimisant la forme quadratique

1

q(z) = §Z‘TAJ} —bx

Principe de La méthode:
Le but est de construire une suite d’itérés (z*)) qui converge vers la solution du
probléme d’optimisation

min g(x)
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1
avec q(z) = §:BTA$ —bx,A € M, (R) symétrique définie positive et b un vecteur

de R™.

Notons que la suite z(¥) est définie par

2k — o (0) 4 o () (k)

a®) est une suite de pas qui pour chaque itéré k

;g
a\ = —————
BT Ad®)

avec
r®) = —Vg(z®) = b — Az®

et d® une suite de directions de descente A-conjuguées définies en chaque itéra-
tion par
d(k+1) — T(k+1) - B(k+1)d(k)

avec .
(b1) r® A4k
B AR Ak
Algorithme de la méthode du gradient conjugué linéaire:

Données : A matrice symétrique D. P, b vecteur, xy point initial arbitraire-
ment choisi.
Sortie : une approximation de la solution du probleme : Az =b

(a) k=0
Tozb—AIO

(b) tant que ||z®|| > ¢

e Calculer ) 106
ey _ AT
d®T Adk)
pE+1) — (k) _ o (k1) 4 qk)
BT 4 3k
B = r®” Ad®™
d®T Adk)

d+1) — (b1 gkD) g (k)
e On pose 21 = z(]) 1 qFgh). | =k + 1
fin

(c) Retourner x*)

2. Méthode du gradient conjugué non-linéaire:
Definition 18 La méthode du gradient conjugué non-linéaire consiste a constru-
ire une famille de directions de descente conjuguée pour résoudre le probléme
d’optimisation.

Theorem 6 Soit k € N. alors
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(a) Le résidur® est orthogonale aux directions d¥) pour touti € {0,1,---  k — 1}
(b) Le résidu r®) est orthogonale a la famille {r© r®) ... pk=1}

(c)

PO g ()T

Principe de La méthode:
On reprend 'algorithme du gradient conjugué linéaire avec les changements suiv-
ants:

e La suite des résidus r*®) sera définie a U'itération k par:
rk) — —Vf(ac(k))

e En utilisant le théoréme (19) on remarque que le terme général de la suite
B*) g’écrit aussi:

pE+DT ) (k+1)

e Un autre changement a été proposé par Polak-Ribiére, pour le calcul des
termes de la suite S

ﬁ(k—l-l) .

Vf(a®ED) (Vf(a®+D)) — V f(2®))
V f(a®)V f(2®)

B(k—f—l) _

Algorithme de la méthode du gradient conjugué non-linéaire:

Données : f supposée au moins différentiable, o point initial arbitrairement
choisi.
Sortie : une approximation de la solution du probléme :

min f(z)

(a) k=0
(b) tant que ||V f(z®))]| > €

e Calculer
a® = min (f(z®) + ad®)
POHD) (k) _ (D) 4R
V(") (V") — V("))

V f(# )V f (™)
AR+ = —V f(z*+D) 4 g+ g(k)

e On pose 1) = z(*]) 1 q®gh). | =k + 1
fin

(c) Retourner x*)

ﬁ(k-l—l) —
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Méthode de Newton

La méthode repose sur le fait que f soit de classe C?, admet un minimum en un point
z, et que V2f = H(x) (la matrice hessienne) soit définie positive dans un voisinage
V de x,. Alors en utilisant un développement de Taylor d’ordre 2 de la fonction au
voisinage de son minimum z,, on obtient:

fl2) = Flw) + V) (@ = 20) + 5o = 2O) T2 (2O) . — 2®)

= qu(z,),Yk €N, tel que z¥) € V(z,)

f est de classe C? donc x, est un point critique de f par conséquent il est un point
critique pour la forme quadratique g, d’oll

Var(r,) = V(") + V2 f(@®) (@, —2®) =0
ce qui donne
2= 2™ — (V2f(a®)) "V f(®)
Proposition 7 Soit f une fonction de R dans R de classe C? et soit x € Dy tel que
V2f(x) > 0. Alorsd = — (VQf(:E(k)))_l Vf(z®) est une direction de descente.
D’ot la suite des itérés (x®)) définissant l’algorithme de Newton sera donnée par:
2D B 4 )

avec a® =1 et d®) est 'unique solution de 'équation
V2f(x(k))d(k) — _Vf(gc(k))

Remark 2 e Le pas de la méthode de Newton peut étre pris égal a 1 ou peut étre
choisi par la recherche linéaire.

o Lorsque le hessien H(x®™) n'est pas défini positif, la direction de déplacement d*)
dans la méthode de Newton peut ne pas étre une direction de descente.

Algorithme de la méthode de Newton:

Données : f supposée au moins différentiable, zy point initial arbitrairement
choisi.
Sortie : une approximation de la solution du probléme :

min f(z)

z€R™
1. k=0
Oé()>0

2. tant que ||z — 2 W)|| > e

e Calculer
A% = — (V£ ®)) 7 V()
e Recherche linéaire: choix du pas az > 0
e On pose z*F+t1) = () 4 o gk | = | 41

fin

3. Retourner z*
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